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Актуальность исследования обусловлена непрекращающейся научной дискуссией о степени

информационной эффективности финансовых рынков, поиском наиболее приближенных к реаль-

ности моделей ценообразования, а также интересом к обнаружению статистически значимых

зависимостей в ценовых рядах, способных служить основой для арбитражных стратегий. Основное

внимание в статье уделяется фрактальной модели, включающей в себя в качестве частного

проявления как эффективные рынки, так и рынки с наличием памяти в данных. Показано, что,

несмотря на широкое распространение фрактального анализа финансовых данных в россий-

ской научной литературе, для верификации фрактальной модели и оценки персистентности

данных доминирует метод нормированного размаха (R/S-анализ), который обладает известными

ограничениями и недостатками. Степень разработанности альтернативных методов, в частности

метода правдоподобия Уиттла, применительно к российскому рынку остается крайне низкой,

что определяет научную новизну работы. Объектом исследования выступают высокочастотные

(десятиминутные) логарифмические доходности акций 24 крупнейших российских компаний за

период 2022–2026 гг. Предметом исследования является степень персистентности и фрактальная

структура процесса ценообразования данных активов, оцененные через параметр Хёрста H. Теоре-

тико-методологическую основу работы составляет синтез концепций фрактального броуновского

движения и спектрального анализа временных рядов. В отличие от классического подхода, для

оценки параметра Хёрста применяется метод правдоподобия Уиттла и метод периодограммы,

что позволяет провести разграничение между краткосрочными и долгосрочными зависимостями

и проверить гипотезу о единой фрактальной природе ряда на разных временных масштабах.

Теоретическое значение работы заключается в демонстрации ограниченности фрактальной мо-

дели для российского фондового рынка: анализ выявил два различных статистических режима,

обладающих собственными параметрами масштабирования. Эмпирически установлено, что для

внутридневных данных характерна антиперсистентность (H < 0,5), в то время как на дневных

и более длительных горизонтах преобладает слабая персистентность (H > 0,5). Практическая
значимость полученных результатов состоит в том, что выявленная смена рыночного режима от-

крывает возможности для комбинирования торговых стратегий: контртрендовых на краткосрочных

интервалах и трендоследящих на долгосрочных.
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Введение

Исследование данных фондового рынка на пред-

мет наличия в них памяти имеет долгую исто-

рию. Оно связано как с поиском арбитражных

возможностей на рынке, так и с обоснованием

важных теоретических концепций. Так, наличие

памяти в доходностях финансовых активов на-

прямую связано с гипотезой информационной

эффективности фондового рынка (далее — ГЭР),

постулирующей невозможность получения на

рынке избыточной доходности за счёт пред-

сказания поведения цен. Фактически, указание

на любую форму статистически значимой за-

висимости в ценовых изменениях позволяет

отвергнуть данную гипотезу для конкретного

сегмента рынка. В свою очередь, предсказание

ценовых колебаний может опираться на иссле-

дование как краткосрочных, так и долгосрочных

зависимостей в данных. И если для анализа

краткосрочных зависимостей хорошо подходят

классические эконометрические методы и мо-

дели (например, модели авторегрессии), то вы-

явление долгосрочных зависимостей требует

относительно более сложного статистического

аппарата.

Традиционно важнейшим инструментом, позво-

ляющим рассматривать долгосрочные времен-

ные зависимости, является фрактальный анализ,

основателем которого считается Бенуа Ман-

дельброт. Именно он первым применил фрак-

тальную теорию к исследованию финансовых

временных рядов, а также ввёл понятие геомет-

рического фрактального броуновского движе-

ния (GFBM — geometric fractal Brownian motion)

и описал его свойства [9], позднее предложив

его в качествемодели ценообразования активов.

В рамках GFBM-модели логарифмические до-

ходности r = {r1, r2,… , rn} представляют собой
фрактальный гауссовский шум (fGn — fractal

Gaussian noise), а их ковариационная структура

описывается следующим уравнением:

cov (rt, rt+k) = γ(k) =
1
2
(|k + 1|{2H} − 2|k|{2H}+

+ |k − 1|{2H}) .

гдеH ∈ [0; 1] — параметр Хёрста, характеризую-

щий фрактальную структуру ряда и одновремен-

но описывающий тип памяти в данных (при H <
0, 5 в данных наблюдается антиперсистентность,
то есть склонность к частой смене тренда, а при

> 0, 5 наблюдается персистентность, то есть

склонность к трендообразованию. В случае H =
0, 5 данные представляют собой белый шум).

В научной литературе [4] существует большое

количество различных методов оценки пара-

метра Хёрста. Исторически первым являлся так

называемый R/S-анализ, предложенный в ра-

боте [7] Эдвина Хёрста (в честь которого Бе-

нуа Мандельброт впоследствии и назвал пока-

затель H). Интересно, что в настоящее время

в российской научной литературе, посвящённой

проблеме верификации положений ГЭР, именно

R/S-анализ используется в подавляющем боль-

шинстве случаев для тестирования фрактальной

структуры финансовых данных [2]. Тем не ме-

нее, несмотря на свои преимущества (такие

как относительная вычислительная простота),

R/S-анализ не свободен от ряда недостатков.

В частности, он плохо различает краткосрочную

и долгосрочную память [8], в результате чего мо-

жет неверно оценить параметр H и создать ви-

димость фрактальной структуры и долгосрочной

памяти. По этой причине использование других

альтернатив является методологически оправ-

данным, а также способно дать новые выводы от-

носительно природы исследуемых данных, тогда

как стандартный R/S-анализ для большинства

акций уже давно даёт приблизительно идентич-

ную оценку: H ≈ 0, 55. Среди возможных аль-

тернатив R/S-анализа отметимтак называемый

метод правдоподобия Уиттла, который встречал

крайне редкое применение на реальных данных

в российской научной литературе (редкое ис-

ключение — работы Е. Ю. Щетинина [3]), однако

при этом признаётся одним из лучших методов

оценки параметра Хёрста [1].

В данной работе мы хотим применить метод

Уиттла для оценки степени персистентности ак-

ций 24 крупнейших российских компаний, име-

ющих достаточную историю котировок (исполь-

зовались цены закрытия 10-минутных торговых

сессий за период с 12.05.2022 по 12.05.2026).
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Цель такой оценки двояка. Во-первых, прове-

рим гипотезу фрактальности (то есть самопо-

добия) процесса ценообразования на данных

российского рынка (посредством анализа пе-

риодограмм, а также сравнения оценки Уиттла

в разных областях спектра). Так, R/S-анализ,

применяемый большинством авторов при иссле-

довании структуры биржевых данных, указывает

на близость фактической картины к теорети-

ческому паттерну фрактального броуновско-

го движения, однако альтернативные методы

могут дать другие результаты. Во-вторых, нас

интересует возможность обнаружить в данных

элементы статистической зависимости (перси-

стентности или антиперсистентности), которые

могут указать на конкретные формы отклонения

реальности от требований ГЭР, что может иметь

значимость для участников торгов, находящихся

в поиске арбитражных стратегий.В первой части

работы мы дадим теоретическое описание мето-

да Уиттла (то есть логика его применения к фи-

нансовым данным не становилась предметом

подробного изложения в русскоязычных публи-

кациях), а также сопутствующего ему метода

анализа периодограммы. Во второй части будут

даны результаты эмпирической оценки данных

фондового рынка при помощи данных методов.

Метод оценки Уиттла и периодограмма:

теоретическое описание

Питер Уиттл в своей оригинальной статье [16]

предложил способ, позволяющий максимизи-

ровать правдоподобие наблюдаемых статисти-

ческих данных X в зависимости от параметров

временного ряда θ (характеризующих его внут-
реннюю корреляционную структуру). Он пока-

зал, что функцию правдоподобия L(θ|X) можно
представить не через громоздкую корреляцион-

ную матрицу, а через спектральную плотность

ряда, пользуясь связью спектральной плотности

процесса и его функции автоковариации (теоре-

ма Винера-Хинчина):

γk = cov (rt, rt+k) = ∫
1
2

− 1
2

f(υ)ei2πυkdυ.

где f(υ) — спектральная плотность мощности

стационарного (в широком смысле) временного

ряда r = {r1, r2,… , rN}; υ — частота спектра

(количество циклов заданной длины в единицу

времени).

Уиттл показал, что правдоподобие L(θ|X)можно
приближенно вычислить как функцию от перио-

дограммы I(υ) данных и спектральной плотности
f(υ, θ) предполагаемоймодели.Формула оценки
правдоподобия Уиттла LW(θ) в современной

записи выглядит следующим образом [15]:

LW(θ) = − ∑
υ∈Υ

[log (f(υ, θ)) +
I(υ)
f(υ, θ)

] .

где

LW(θ)— это аппроксимация Уиттла для логариф-

ма правдоподобия наблюдаемых данных;

f(υ, θ) — теоретическая спектральная плотность

модели-кандидата (зависит от параметров θ,
которые мы подбираем);

υ ∈ Υ—множество частотных параметров, по ко-

торому мы оцениваем спектральную плотность

и строим периодограмму (частота является ве-

личиной, обратной периоду);

I(υ) — периодограмма, то есть эмпирическая

оценка спектральной плотности (вычисляется

прямо по данным r на частотах υ):

I(υ) =
1
N
[(

N
∑
t=1

rt cos(2πυt))
2

+

+(
N
∑
t=1

rt sin(2πυt))
2

] .

При этом связь функции спектральной плот-

ности с параметром Хёрста вычисляется при

помощи приведённой выше теоремы Винера-

Хинчина и имеет следующий вид [14]:

fH(υ) =
σ2

π
Γ(s) sin(πH) (1 − cos(υ)) ⋅

⋅
∞
∑

k=−∞
|2πk + υ|−s.

где

fH(υ) = f(υ,H) — функция спектральной плотно-

сти при заданном значении параметра Хёрста,

Γ(s) — гамма-функция,

s = 2H + 1, σ2 — дисперсия наблюдений.
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Рис. 1. Графики фрактального гауссовского шума (fGn) для разных параметров Хёрста (H = 0,95; H = 0,5;
H = 0,1 сверху вниз соответственно).
Источник: данные сгенерированы автором.

Вычисление функции fH(υ) (позволяющее избе-
жать бесконечного суммирования) представля-

ет собой отдельную задачу, для которой суще-

ствует несколько способов решения [13]. В дан-

ной работе для приближения функции fH(υ) был
использован метод аппроксимации Паксона [10].

Таким образом, метод, предложенный Уиттлом,

в случае задачи оценки параметра Хёрста поз-

воляет подобрать оптимальный параметр Хёр-

ста модели-кандидата, наилучшим образом под-

ходящий для описания наблюдаемых данных,

через анализ периодограммы реальных ста-

тистических данных и набора гипотетических

функций спектральной мощности, описываю-

щих вклад разных «периодов памяти» (часовых,

дневных, месячных и т. д.) в общую дисперсию

временного ряда.

Идея, стоящая за анализом спектрограммы вре-

менного ряда (а также периодограммы, являю-

щейся её эмпирической оценкой), такова. В фи-

нансовых данных (как и в других временных

рядах) можно исследовать относительное вли-

яние лагов разных порядков на образование

новых значений. В случае ряда 10-минутных

доходностей мы можем изучать, что влияет на

них больше — ближайшие предыдущие значения

(краткосрочная память), или, например, отстоя-

щие далеко во времени (долгосрочная память).

Если данным присуща персистентность, то бо-

лее длительные периоды (недельные, месячные,

годовые) будут влиять на дисперсию ценовых

колебаний больше, чем текущий шум. Таким об-

разом, «низкие частоты» будут давать больший

вклад в спектрограмму (то есть иметь боль-

шую спектральную плотность), чем «высокие

частоты», соответствующие коротким периодам.

И наоборот, если в данных присутствует анти-

персистентность, то влияния больших периодов

будут очень быстро «гаситься» текущим шумом,

и вклад низкочастотных колебаний в общую дис-

персию доходностей будет небольшим. Если же

данные представляют собой белый шум, вклад

разных периодов в дисперсию будет равным

(случайным).
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Рис. 2. Периодограммы для фрактального гауссовского шума (fGn) для разных параметров Хёрста (H = 0,95;
H = 0,5; H = 0,1 сверху вниз соответственно). Масштаб осей логарифмический.
Источник: данные сгенерированы автором.

На рисунке 1 представлены графики фрактально-

го гауссовского шума для персистентного (H =
0,95), абсолютно случайного (H = 0,5) и антипер-
систентного (H = 0,1) случаев (значения Хёрста
взяты близкими к границам диапазона для ви-

зуальной наглядности). Для генерации данных

использовался метод Дэвиса-Харта [5]. Видно,

что персистентный шум группируется в подобия

циклов, поскольку хранит память о своих ста-

рых значениях. Наоборот, для антиперсистент-

ного паттерна влияние больших периодов на

значения невозможно отследить, потому что

статистическая структура ряда старательно их

подавляет. Таким образом, если у персистентно-

го шума долгие периоды вносят существенный

вклад в дисперсию, то у антиперсистентного их

влияние полностью отсутствует, и практически

вся дисперсия сводится к текущей.

Спектрограммы для разных типов фрактального

шума также будут иметь характерные визуаль-

ные различия. Так, персистентным данным (то

есть фрактальному гауссовскому шуму с пара-

метром Хёрста H > 0,5) будет соответствовать
спектрограмма с графиком плотности, понижа-

ющимся от низких частот (отражающих вклад

больших периодов) к более высоким (отражаю-

щих вклад более коротких взаимосвязей); анти-

персистентным данным (шуму с параметромH <
0,5) будет соответствовать положительный на-
клон графика плотности; полностью случайным
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Рис. 3. Периодограмма логарифмических доходностей акций компании Акрон.

Источник: рассчитано автором по данным 10-минутных котировок, предоставляемых Мосбиржей.

данным (белому шуму) на спектрограмме будет

соответствовать горизонтальная линия. Ниже

(рис. 2) приведён график периодограммы, по-

строенный для искусственных данных, сгенери-

рованных ранее (в левой части графика отража-

ется вклад низких частот, в правой — высоких).

Таким образом, анализ периодограммы позво-

ляет сделать предположения о характере фрак-

тального процесса, стоящего за исходными дан-

ными. Наклон линии периодограммы (постро-

енной в логарифмических координатах) связан

с параметром Хёрста, и последний может быть

вычислен по ней (так называемый метод пе-

риодограммы). Этот способ оценки параметра

Хёрста основывается на том факте, что спек-

тральная плотность мощности, соответствую-

щая определённой частоте υ, связана с пара-

метром Хёрста следующим пропорциональным

отношением [11]:

f(υ) ∝ ν−2H−1,

из которого следует отношение, которое можно

оценить регрессией:

ln (f(T)) ∝ (2H − 1) ln(T) + C,

где T = 1/υ — длина периода (в количествах

наблюдений), C — константа.

В завершение теоретической части статьи сле-

дует сказать, что существует несколько вари-

аций метода Уиттла (так, в работе Е. Ю. Ще-

тинина [3] представлен обзор нескольких его

вариаций). Самой популярной вариацией явля-

ется так называемый метод локальной оценки

Уиттла, описанный в статье Робинсона 1995 го-

да [12]. Данный метод основан на анализе вкла-

да только самых низких частот спектрограммы.

Метод основан на отказе от предположения

о фрактальной структуре всего временного ря-

да (то есть единстве статистических законов

на низких и высоких частотах) и сосредоточен

на исследовании влияния больших периодов.

В нашей работе, тем не менее, нас интересует

не только обнаружение долгосрочных зависи-

мостей в данных, но и проверка фрактальной

гипотезы для реальных данных, альтернативная

классическому R/S-анализу. По этой причине

мы оцениваем спектрограмму на всех частотах,

используя «полный» метод Уиттла, описанный

выше.

Эмпирический анализ финансовых данных

Для акций 24 крупнейших российских компаний,

обладающих достаточной историей биржевого

обращения, нами были построены периодограм-

мы. Для большинства из них визуальный ана-

лиз позволил сделать идентичное наблюдение:

для низких и средних частот периодограмма
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соответствовала беломушуму (значения группи-

ровались вокруг горизонтальной линии), тогда

как в высокочастотной области спектра (период

менее 64 наблюдений, что приблизительно соот-

ветствует внутридневным данным) наклон линии

становился положительным (например, спектро-

грамма для акций компании Акрон, рис. 3):

Это наблюдение позволяет предположить, что

в реальных данных отсутствует единый фрак-

тальный закон, определяющий их поведение на

любых масштабах, а значит, отсутствует единый

показатель Хёрста. Скорее, в реальных данных

существуют две области (высоко- и низкоча-

стотная), каждая из которых подчиняется сво-

ей логике масштабирования и имеет свой соб-

ственный показатель Хёрста. По этой причине

в рамках процедуры оценки параметра Хёрста

методом Уиттла и методом периодограммы мы

разбивали исходный диапазон частот на две

отдельные части: периоды от 1 до 64 наблюдений

(высокочастотная область, исследующая влия-

ние относительно коротких периодов памяти

на совокупную дисперсию) и от 64 до 4 тыс.

наблюдений (средне- и низкочастотная область).

Результаты оценки методом Уиттла и методом

периодограммы приведены в таблице 1.

Таблица 1. Оценка Хёрста методом Уиттла и периодограммы, выполненная для разных типов диапазона

частот (полного, высокочастотного и низкочастотного) для логарифмических доходностей акций

24 компаний..

SBER 0,470 0,506 0,451 0,455 0,556 0,530

AKRN 0,403 0,445 0,386 0,376 0,510 0,492

AVAN 0,348 0,437 0,294 0,291 0,505 0,494

BANE 0,473 0,494 0,463 0,472 0,542 0,517

BSPB 0,460 0,477 0,452 0,444 0,541 0,479

KZOS 0,393 0,445 0,368 0,360 0,484 0,476

LKOH 0,464 0,484 0,452 0,461 0,523 0,488

NVTK 0,465 0,502 0,445 0,448 0,549 0,527

PLZL 0,474 0,506 0,461 0,455 0,550 0,533

PMSB 0,434 0,460 0,442 0,422 0,527 0,513

ROSN 0,463 0,505 0,448 0,467 0,543 0,549

RTKM 0,474 0,490 0,470 0,470 0,521 0,506

SIBN 0,460 0,485 0,451 0,465 0,495 0,504

TATN 0,471 0,497 0,462 0,473 0,512 0,522

TRNFP 0,473 0,505 0,462 0,468 0,523 0,545

TTLK 0,442 0,453 0,416 0,424 0,469 0,429

GAZP 0,499 0,525 0,496 0,490 0,606 0,568

VTBR 0,468 0,492 0,459 0,467 0,520 0,512

SNGS 0,475 0,480 0,471 0,477 0,517 0,497

CHMF 0,499 0,531 0,485 0,489 0,559 0,558

RUAL 0,478 0,494 0,478 0,479 0,500 0,527

NLMK 0,488 0,529 0,478 0,491 0,550 0,582

Диапазон Полный Высокочастотный Низкочастотный

Тикер Уиттл Периодогр. Уиттл Периодогр. Уиттл Периодогр.

Продолжение на следующей странице
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Таблица 1. Оценка Хёрста методом Уиттла и периодограммы, выполненная для разных типов диапазона

частот (полного, высокочастотного и низкочастотного) для логарифмических доходностей акций

24 компаний.. (Продолжение таблицы)

MTSS 0,478 0,509 0,469 0,479 0,520 0,538

ALRS 0,471 0,494 0,463 0,477 0,513 0,508

Диапазон Полный Высокочастотный Низкочастотный

Тикер Уиттл Периодогр. Уиттл Периодогр. Уиттл Периодогр.

Источник: рассчитано автором на основании данных торгов, предоставляемых Мосбиржей.

Рис. 4. Оценка параметра Хёрста методом Уиттла (горизонтальная ось) и методом периодограммы

(вертикальная ось) для высокочастотных и низкочастотных данных по каждой компании.

Источник: составлено автором по исходным данным Мосбиржи.

Можно заметить, что оценки Хёрста для разных

типов частотных диапазонов сильно различают-

ся. Ниже (рис. 4) мы приводим диаграмму рассе-

ивания, где для каждой компании (отдельная точ-

ка) представлены оценки её параметра Хёрста

методом Уиттла (координата по горизонтальной

оси) и методом периодограммы (координата по

вертикальной оси). Оценкам по высокочастот-

ным диапазонам, отражающим влияние корот-

ких лагов (от 1-го до 64-го) соответствуют тём-

но-красные точки, а длинных (от 64-го и выше) —

синие.

Можно заметить, что высоко- и низкочастотные

оценки образуют на графике два отчётливых

кластера. Оценки, рассчитанные по высокоча-

стотным данным, группируются в левой нижней

части графика, то есть оценка параметра Хёрста

в данном случае меньше 0,5 для обоих методов

расчёта. Наоборот, оценки, рассчитанные по

низкочастотным данным, за некоторыми редки-

ми исключениями (например, ПАО Таттелеком)

группируются в верхней правой части графика,

то есть в области персистентности. Таким обра-

зом,фрактальная логика оказывается различной

для внутридневных и долгосрочных наблюде-

ний — внутри дневного диапазона успех могут

приносить стратегии, ставящие на смену тренда

(например, RSI), а на более длительных гори-

зонтах — следующие тренду стратегии (такие

как MACD). Также следует обратить внимание,
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Рис. 5. Сравнение оценок параметра Хёрста методом Уиттла и методом периодограммы для 24 компаний на

основании данных разной частоты.

Источник: рассчитано автором.

что экстремально низкие или необычно высокие

значения параметра Хёрста являются для обоих

типов частот довольно редкими — большая часть

оценок находится в диапазоне H ∈ [0,45; 0,55],
что говорит об общем тяготении рынка к эффек-

тивному состоянию.

Также отметим, что оценка параметра Хёрста

по методу Уиттла и по методу периодограммы

(рис. 5) дала тесно коррелированные результа-

ты:

Для оценок, произведённых по высокочастот-

ным диапазонам, коэффициент корреляции со-

ставил 0,98, а по низкочастотным — 0,73 (значи-

мость корреляции в обоих случаях высокая). В то

же время корреляция Пирсона между оценками

по методу Уиттла для высокочастотных и низ-

кочастотных наблюдений составила 0,53, а по

методу периодограммы — 0,52, что говорит об

умеренной силе связи и лишний раз подтвер-

ждает специфику статистических закономерно-

стей на разных масштабах данных.

Заключение

В рамках данного исследования были проана-

лизированы доходности акций 24 крупных рос-

сийских компаний за достаточно длительный

период наблюдения. Нас интересовало наличие

в доходностях разных типов памяти (долгосроч-

ной и краткосрочной), а также выполнение на

реальном рынке условий фрактальной модели,

предложенной Мандельбротом для описания

процесса ценообразования. Для этой цели мы

использовали оценку параметра Хёрста, получа-

емую не из стандартного и широко используе-

мого R/S-анализа, а из периодограмм и метода

правдоподобия Уиттла. Полученные результа-

ты показали, что реальная картина несколько

сложнее, чем это предполагает стандартный
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фрактальный анализ: для данных разных мас-

штабов фрактальная логика действительно при-

сутствует, но демонстрирует существенные раз-

личия. Было обнаружено, что внутридневные

данные склонны демонстрировать антиперси-

стентный паттерн поведения (H < 0,5), причём
у некоторых компаний (Акрон, Казаньоргсинтез,

банк Авангард) этот паттерн оказался достаточ-

но сильным. И наоборот, наблюдения дневного

масштаба (и выше) демонстрировали масшта-

бируемость в соответствии с персистентной

логикой (H > 0,5). При этом, в целом, степень

персистентности, а также антиперсистентности

у большинства компаний была не слишком силь-

ной, что указывает на общее тяготение рынка

к случаю классического броуновского движения

(H = 0,5), соответствующего предположениям
гипотезы эффективного рынка, отрицающей на-

личие памяти в данных. В тех же случаях, где

оценки параметра Хёрста значительно расхо-

дились с «эффективным значением», отдельный

интерес представляет дальнейшее статистиче-

ское исследование, задействующее процедуры

бэктестинга торговых стратегий. Если в ходе та-

кого тестирования окажется, что знание оценок,

полученных методом Уиттла, позволяет констру-

ировать успешные арбитражные стратегии, это

окажется важным подтверждением как теорети-

ческой, так и практической значимости данного

метода оценки персистентности временных ря-

дов.
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