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Статья посвящена использованию метода линейного программирования для принятия управлен-

ческого решения. Среди множества подходов к решению задач линейного программирования

в статье рассмотрены самые распространенные и часто применяемые методы: графический

метод и симплекс-метод. Рассмотрены алгоритмы решения задач линейного программирования

с использованием данных методов на практических примерах.

Залогом успешного функционирования органи-

зации в современных условиях является грамот-

ное и эффективное управление имеющимися

ресурсами, в основе которого лежит осуществ-

ление анализа финансово-хозяйственной дея-

тельности организации. Руководству компаний

важно понимание и оценка результатов дея-

тельности как со стороны управленческого, так

и финансового (бухгалтерского) учета.

Одним из методов является линейное програм-

мирование. Это метод является экономико-

математическимметодом со значительным укло-

ном в сторону математической составляющей.

Существует множество подходов к решению

задач линейного программирования: простой

и направленный перебор, метод разрешающих

множителей и др. Однако самыми распростра-

ненными и часто применяемыми методами явля-

ются графический метод и симплекс-метод.

Графический метод состоит из следующих эта-

пов:

– На плоскости изображаются прямые, соответ-

ствующие каждому ограничению, предвари-

тельно заменив знаки неравенства знаками

равенства.

– Определяется область допустимых значений

для данной совокупности ограничений.

– Выполняется перебор опорных планов и опре-

деляется оптимальное решение задачи.

Оптимальное решение проходит либо через

вершину, либо через сторону многоугольника.

При нахождении решения в вершине имеется

только одно оптимальное решение. Если прямая,

соответствующая целевой функции, проходит по

стороне многоугольника, то имеется множество

решений. Для того чтобы найти решение задач

линейного программирования достаточно пе-

ребрать варианты, соответствующие вершинам

многоугольника, которые называются опорными

планами.

Рассмотрим метод линейного программирова-

ния на примере. Предположим, что имеется про-

изводство двух видов шкафов: со встроенным

зеркалом и без. Спрос на продукцию обоих

видов обеспечен, то есть соотношение объемов
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Таблица 1. Прогнозный выпуск продукции.

Выпуск продукции

Норма затрат на ед. продукции Прибыль на

единицу

продукции,

тыс. руб.

Раб. время,

челcdotч Древесина, м3 Зеркало, м2

Шкаф без зеркала 20 2 0 20

Шкаф с зеркалом 12 3 2,5 27

Объем ресурсов в месяц 600 90 60

производства произвольно, но есть ограничения

по количеству рабочих мест и материальным ре-

сурсам. Необходимо определить ежемесячный

выпуск продукции, при котором прибыль будет

максимальной. Основные показатели производ-

ства шкафов приведены в таблице 1.

Пусть x1 – искомое количество шкафов без

зеркала (ШК), x2 – искомое количество шкафов
с зеркалом (ШКЗ).

Целевая функция будет иметь вид: Z(x) = 20x1+
27x2 → max .

Составим ограничения для данной задачи:

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

20x1 + 12x2 ⩽ 600
2x1 + 3x2 ⩽ 90
2, 5x2 ⩽ 60,
x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0

На графике (рис. 1) проведем прямую L1, соот-
ветствующую первому неравенству.

20x1 + 12x2 ⩽ 600.

x1 0 30

x2 50 0

Построим прямую L2, соответствующую второ-

му неравенству:

2x1 + 3x2 ⩽ 90.

x1 0 45

x2 30 0

Линия L3, соответствующая третьему неравен-
ству, будет параллельна оси абсцисс. 2,5x2 ⩽

60, X1 = 0, X2 = 24.

Отобразим прямые на графике (рисунок 1). За-

крашенный многоугольник соответствует обла-

сти допустимых значений для данной совокуп-

ности ограничений.

Выполним перебор опорных планов, чтобы опре-

делить оптимальное решение и величину макси-

мальной прибыли.

X1 = X2 = 0,Pr = 0
X1 = 30, X2 = 0,Pr = 20 ⋅ 30 + 27 ⋅ 0 = 600 тыс.руб.
X1 = 0, X2 = 20,Pr = 0 ⋅ 20 + 27 ⋅ 20 = 540 тыс.руб.

Для того чтобы найти координаты оставшихся

двух вершин, необходимо поочередно найти

координаты точки пересечения прямых L2 и L3,
а затем L2 и L1.

⎧
⎨
⎩

2x1 + 3x2 = 90
2, 5x2 = 60,

⎧
⎨
⎩

20x1 + 12x2 = 600
2x1 + 3x2 = 90,

⎧
⎨
⎩

X1 = 9
X2 = 24,

⎧
⎨
⎩

X1 = 20
X2 = 16, 67 ⇒ 16,

Pr = 20 ⋅ 9 + 24 ⋅ 27 = 828 тыс. руб.
Pr = 20 ⋅ 20 + 27 ⋅ 16 = 832 тыс. руб.

Таким образом, для данной задачи оптимальным

будет производство 20 обычных шкафов без

зеркала и 16 шкафов с зеркалом, что приведет

к получению прибыли в размере 832 тыс. руб.
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Рис. 1. Графический метод линейного программирования.

Однако в сложных задачах может оказаться

чрезмерно много опорных планов и их перебор

потребует огромного объема вычислений.

Графический метод прост и нагляден, но при-

менение его ограничено. При трех перемен-

ных будет необходимо строить многоугольник

в многомерной системе координат. При четырех

и более переменных графическое изображение

невозможно. В таких случаях используется сим-

плексный метод.

Рассмотрим алгоритмы решения задач линейно-

го программирования с использованием данных

методов.

Алгоритм решения задач линейного программи-

рования симплекс-методом (для трех перемен-

ных).

1. Составить математическую модель.

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

Z(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 → max,
a11x1 + a12x2 + a13x3 ⩽ b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 ⩽ b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 ⩽ b3,

x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0, x3 ⩾ 0

2. Привести задачу к каноническому виду.

Для этого в левую часть неравенств необ-

ходимо ввести дополнительные переменные

x4, x5, x6 с коэффициентом +1. В целевую

функцию x4, x5, x6 входят с коэффицентом 0,
то есть не входят.

Система ограничений этой задачи является

системой уравнений, разрешенной относи-

тельно переменных x4, x5, x6.
3. Свободные (неразрешенные) переменные

приравниваем к 0, то есть x1 = x2 = x3 = 0.
Получаем базисное решение X1 = (0, 0, 0, b1,
b2, b3), которое является начальным опорным

решением с базисом Б1 = (x4, x5, x6)
4. Заполняем симплексную таблицу (табл. 2).

В последнюю строку записываем коэффи-

циенты целевой функции с отрицательным

знаком.

Для заполнения последнего столбца нуж-

но выбрать наименьший элемент в по-

следней строке. Допустим это будет –

c2. Тогда необходимо найти отношения

b1/a12, b2/a22, b3/a32 и записать их в соот-

ветствующие ячейки.

5. Если последняя (оценочная) строка содержит

отрицательные элементы значит это решение

не оптимально. Следовательно необходимо

найти разрешающий элемент (путем опре-

деления наименьшего отношения свободных

членов к коэффициентам столбца). Опреде-

ляем столбец с наименьшей оценкой единич-

ным столбцом.

Необходимо отметить, что столбец, которому

принадлежит разрешающий элемент, заме-

нит собой строку в базисе, на пересечении

с которой и лежит разрешающий элемент.

Метод Жордана-Гаусса заключается в приме-

нении простейших алгебраических операций

к строкам симплекс-таблицы для получения
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Таблица 2. Симплекс-таблица в общем виде.

Базис План x1 x2 x3 x4 x5 x6 σij

x4 b1 a11 a12 a13 1 0 0

x5 b2 a21 a22 a23 0 1 0

x6 b3 a31 a32 a33 0 0 1

Z 0 −c1 −c2 −c3 0 0 0

единичных столбцов.

6. Базисное решение последнего плана станет

оптимальным решением данной задачи.

Рассмотрим метод на примере. Так, для опреде-

ления оптимального использования ресурсов

агрохолдинга при разбивке яблоневого сада

и принятии решения о посадке нового интен-

сивного яблоневого сада на площади 90 га.,

в процессе анализа получаемой от капитальных

вложений прибыли используем симплекс-метод

линейного программирования.

Переход на сады с интенсивной схемой посадки

позволяют максимизировать прибыль сельско-

хозяйственной организации. Зачастую перед

организацией встает вопрос, а какую схему

посадки выбрать. Для прогнозирования прибыли

компании и выбора схемы посадки оттолкнемся

от метода линейного программирования.

Опираясь на предыдущий опыт предприятия,

прогнозируются максимальные суммы капиталь-

ных вложений в течение 5 лет и сумма эксплуа-

тационных затрат, которая не должна превысить

30% от суммы капитальных вложений.

В состав капитальных вложений входят затраты

на покупку саженцев, установку системы ороше-

ния и приобретение необходимого для посадки

и сада и ухода за ним техники.

Эксплуатационные затраты включают в себя

затраты на полив, питание, обрезку, удобрение

растений и затраты на уборку урожая.

В качестве основных вариантов разбивки сада

рассмотрены три схемы, основанные на различ-

ном расстоянии между саженцами и рядами

посадок: 4 м⋅1,5 м, 4 м⋅1 м и 5 м⋅2 м.

Вне зависимости от схемы посадки инвестици-

онный проект окупается через 5 лет.

В случае использовании схемы 4 м⋅1,5 м потре-

буется 1575 саженцев. Согласно бизнес-плану,

сумма капитальных вложений на второй год

составит 1,5 млн рублей, на третий – 5,8 млн

руб., на четвертый – 6,99 млн руб. и на пятый –

2,69 млн руб. Таким образом, средняя сумма ре-

альных инвестиций на 1 гектар – 608 тыс. рублей.

За 5 лет эксплуатационные затраты составят

16,785 млн рублей или 186,5 тыс. рублей/га.

Средняя урожайность сада за 5 лет прогнозиру-

ется в размере 40 тонн/га.

При применении схемы 4 м⋅1 м необходимо за-

купить 2362 саженца. При этом сумма эксплуа-

тационных затрат на один гектар составит 155

тыс. рублей, а капитальных вложений – 920 тыс.

рублей. Урожайность сада прогнозируется на

уровне 28 тонн/га.

При использовании схемы посадки 5 м⋅2 м по-

требуется 945 саженцев. При этом сумма экс-

плуатационных затрат на один гектар составит

101 тыс. рублей, а капитальных вложений – 463

тыс. рублей. Средняя урожайность сада соста-

вит 35 тонн/га.

С учетом ориентировочной цены килограмма яб-

лок, при посадке сада по первой схеме выручка

с гектара составит 880 тыс. руб., по второй – 616

тыс. руб. и по третьей – 770 тыс. руб.

С учетом метода линейного программирования

определим, какая схема посадки яблоневого

сада наиболее предпочтительна в целях макси-

мизации получаемой прибыли.

Составим математическую модель задачи.
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⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

Z(X) = 880000x1 + 616000x2 + 770000x3 → max
x1 + x2 + x3 ⩽ 90, 608222x1 + 919755x2 + 463276x3 ⩽ 60000000,
186500x1 + 155227x2 + 100782x3 ⩽ 18000000,

x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0, x3 ⩾ 0.

Введем дополнительные переменные x4, x5 и x6 для приведения задачи к каноническому виду:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

Z(X) = 880000x1 + 616000x2 + 770000x3 + 0 ⋅ x4 + 0 ⋅ x5 + 0 ⋅ x6 → max
x1 + x2 + x3 + x4 ⩽ 90, 608222x1 + 919755x2 + 463276x3 + x5 ⩽ 60000000,
186500x1 + 155227x2 + 100782x3 + x6 ⩽ 18000000,

x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0, x3 ⩾ 0, x4 ⩾ 0, x5 ⩾ 0, x6 ⩾ 0

Свободные переменные приравниваем к нулю: x1 = x2 = x3 = 0.

Получаем x4 = 90, x5 = 60000000, x6 = 18000000.

Базисное решение X = (0, 0, 0, 90, 60000000, 18000000), является опорным решением с базисом

Б1 = (A4, A5, A6). Составим симплекс-таблицу (табл. 3).

Так как в оценочной строке имеются отрица-

тельные значения, план не оптимален. Выби-

раем наименьший элемент в последней стро-

ке – (−880000). Чтобы выбрать разрешающий

элемент, находим отношения свободных членов

к коэффициентам столбца 1 и записываем их

в последний столбец таблицы. Минимальное

отношение равно 90. Методом Жордана-Гаусса

приведем столбец 1 к единичному виду.

Отметим, что столбец x1 войдет в базис.

В результате выполненных операций симплекс-

таблица примет следующий вид:

В оценочной строке отрицательных элементов

нет, значит, этот план оптимален.

Таким образом, оптимальным решением являет-

ся посадка яблоневого сада по схеме 4 м⋅1,5 м
на площади 90 га, при этом общая выручка за 5

лет составит 79,2 млн рублей.

Результатом оптимизации прибыли стал выбор

посадки яблоневого сада по схеме 4 м⋅1,5 м, что
в течение 5 лет приведет к получению выручки

в размер 79,2 млн рублей. Это означает, что

прибыль от инвестиций составит 21,895 млн.

Согласно бизнес-плану, с каждым годом сумма

капитальных вложений будет уменьшаться, то

прибыль от инвестиций будет расти. Срок экс-

плуатации сада составляет 15–20 лет. Соответ-

ственно, при благоприятных погодных условиях

и надлежащем уходе за садом к концу срока

его эксплуатации можно получить до 432 млн

рублей.

Как и любой другой метод, метод линейного

программирования имеет свои недостатки.

Во-первых, существует ограниченное число си-

туаций, оптимальным решением для которых яв-

ляется точный результат. Подходящим решени-

ем может стать дробное число. Тогда аналитику

или программисту необходимо довести число

производимой продукции до целого. Но при про-

изводстве количества продукции, округленного

в большую сторону, возникнут дополнительные

затраты, и модель может стать недействитель-

ной.

Во-вторых, в методе не учитывается влияние
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Таблица 3. Начальная симплекс-таблица.

Базис План x1 x2 x3 x4 x5 x6 σij

x4 90 1 1 1 1 0 0 90

x5 60000000 608222 919 755 463276 0 1 0 98,648 19

x6 18000000 186500 155227 100782 0 0 1 96,514 75

Z 0 −880000 −616000 −770000 0 0 0

Таблица 4. Первое преобразование начальной симплекс-таблицы.

Базис План x1 x2 x3 x4 x5 x6 σij

x1 90 1 1 1 1 0 0

x5 5260020 0 311 533 −144946 −608222 1 0

x3 1 215000 0 −31 273 −85 718 −186500 0 1

Z 79200000 0 264000 110000 880000 0 0

внешних и изменение внутренних факторов.

В результате достоверность выполнения задан-

ного сценария и вероятность реализации опти-

мального решения может снизиться.

Однако необходимо отметить, что метод линей-

ного программирования ценен тем, что позво-

ляет отобрать оптимальное решение из значи-

тельного количества альтернатив. При помощи

других методов решать такие задачи практиче-

ски невозможно. Кроме того, симплекс-метод

универсален и позволяет решать задачи с боль-

шим количеством переменных, давая точный

результат.

Несмотря на кажущуюся сложность и трудоем-

кость симплекс-метода, его применение широко

распространено на предприятиях вследствие

автоматизации процесса анализа. Одним из

способов решения задач линейного програм-

мирования с помощью вычислительной техники,

является использование Microsoft Excel.

Использование метода линейного программиро-

вания усилит точность и повысит эффективность

принимаемых управленческих решений, что спо-

собствует развитию предприятий и отраслей.
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