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В работе рассматривается задача управления проектом по освоению новой продукции на про-
мышленном предприятии. В процессе освоения новой продукции проявляется эффект обучения, 
который заключается в том, что затраты времени рабочих на выполнение многократно повторяю-
щихся задач снижаются, что приводит к динамическому изменению экономических показателей 
производства. Проект освоения новой продукции рассматривается как управляемая иерархическая 
динамическая система, состоящая из руководства проекта и коллективов исполнителей. Для реше-
ния задачи применен принцип компенсации затрат, который разделяет исходную задачу на задачи 
согласованного стимулирования и согласованного планирования. Задача согласованного планиро-
вания математически формализуется как задача оптимального управления процессом в дискрет-
ном времени. Получены численные решения задач согласованного планирования для различных 
моделей кривых обучения с помощью метода динамического программирования Беллмана. На ос-
нове численного исследования сформулированы рекомендации по выбору функции стимулирова-
ния и плановых траекторий объемов производства
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Введение
В проектах по освоению новой продукции 

на промышленных предприятиях проявляется 
эффект кривой обучения, который заключается 
в том, что затраты времени работников (трудо-
емкость) на выполнение многократно повторя-
ющихся производственных задач снижаются.

Проект освоения новой продукции рассма-
тривается как управляемая иерархическая ди-
намическая система, состоящая из руководства 
проекта (центра) и исполнителей (агентов). Ди-
намика управляемой динамической производ-
ственной системы зависит только от действий 
агента, а центр выбором функции материаль-
ного стимулирования оказывает воздействие на 
целевую функцию агента. Состояние иерархи-
ческой динамической системы в каждый пери-
од времени зависит от её состояния и действий 
участников в предыдущий период. Производ-
ственная деятельность в проекте по освоению 
нового производства характеризуется несовпа-
дающими интересами центра и агентов, что 
приводит к снижению экономической эффек-
тивности. Разрешить эти противоречия воз-

можно с помощью согласованных механизмов 
управления, которые побуждают агентов к вы-
бору действий выгодных центру.

Динамические модели взаимодействия не-
равноправных игроков рассматриваются в тео-
рии активных систем [1], информационной те-
ории иерархических систем [2], динамических 
игр [3]. Прикладные модели теории динамиче-
ских игр в области экономики и менеджмента 
приводятся в работах [4–5].

В рассматриваемой динамической игровой 
модели присутствуют динамика принятия ре-
шений и динамика управляемой системы. Не-
равноправие участников фиксируется порядком 
ходов, первый ход делает центр, выбирая свою 
стратегию: функцию стимулирования и сооб-
щая ее агентам. Центр, зная целевые функции 
агентов, максимизирует свою целевую функцию 
с учетом оптимальных ответов агентов. Предпо-
лагается, что агенты не связаны друг с другом 
и выполняют действия независимо. Динамиче-
ская игровая модель рассматривается в дискрет-
ной форме, что отражает характер производ-
ственной деятельности.
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1.	 Постановка динамической задачи 
управления проектами по освоению новой 
продукции

Рассматривается двухуровневая динамиче-
ская производственная система, состоящая из 
центра и n независимых агентов. Агенты произ-
водят комплектующие детали, из которых затем 
собирается готовое изделие. Трудовые затраты 
и материальное стимулирование агентов зави-
сят только от их собственных действий. В работе 
применяется принцип декомпозиции игры [1], 
который позволяет рассматривать управление 
i-ым агентом независимо и не учитывать взаи-
модействие агентов между собой. Поэтому рас-
сматривается задача управления только одним 
i-ым агентом. Центр не занимается производ-
ственной деятельностью, распределяет плано-
вый объем работы i-му агенту и контролирует 
его выполнение.

Динамика производственного процесса из-
готовления детали i-ым агентом описывается 
дискретным уравнением:

(1)

где xt — кумулятивный объём производства 
детали за t-й временной период, t — номер вре-
менного периода, ut — объём производства дета-
ли в периоде t, T — количество рассматриваемых 
периодов (горизонт планирования).

В начальный период известно количество 
произведенных деталей:

(2)

В конечный период кумулятивный объём 
готовых деталей должен быть равен заданному 
центром:

(3)

где R — заданное количество деталей цен-
тром агенту.

На объём производства детали в каждом пе-
риоде t наложены следующие ограничения:

(4)

В качестве целевой функции центра рас-
сматривается максимизация суммарного дис-
контированного дохода центра, разницы меж-
ду доходом от произведенного агентом детали 

и затратами на материальное стимулирование 
агента:

(5)

где p — цена детали, σ(xt) — функция стиму-
лирования центра, rp — ставка дисконтирования 
центра.

Под функцией стимулирования понимается 
правило выплаты материального вознаграж-
дения агенту за выполненный объем работы. 
Центр воздействует на производственный про-
цесс через механизм материального стимули-
рования σ(xt), экономически заинтересовывая 
агентов выполнять плановые объемы производ-
ства.

Целевой функцией агента является макси-
мизация суммарного дисконтированного дохо-
да:

(6)

где ra — ставка дисконтирования агента,  
Ct (ut, xt-1) — трудовые затраты агента.

Доход агента — это разница между матери-
альным стимулированием и его трудовыми за-
тратами, выраженными в денежной форме.

Трудовые затраты агента в периоде t опреде-
ляются как произведение трудоемкости ct, объё-
ма производства в этом периоде ut и стоимости 
одного норма часа s:

(7)

Динамика изменения трудоемкости от ку-
мулятивного объёма производства описывается 
различными моделями кривой обучения. Наи-
более типичными моделями являются степен-
ная, экспоненциальная и логистическая, приве-
денные в научной литературе [6]-[9].

Степенная модель трудоемкости:

где а — затраты на производство первого из-
делия, b — индекс обучения.

Индекс обучения характеризует темп сниже-
ния трудоемкости агента при увеличении куму-
лятивного объёма производства.

Экспоненциальная модель трудоемкости:
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где α — индекс обучения, k, β — параметры 
экспоненциальной модели.

Логистическая модель трудоемкости:

где cmin, cmax — минимальные и максималь-
ные значения трудоемкости, α — индекс обуче-
ния, β — параметр логистической модели.

Задача управления центра заключается в 
выборе оптимальной системы стимулирования 
σ(xt), при которой агент выберет оптимальные 
объёмы производства деталей u t nt

opt, ,= 1  удов-
летворяющие ограничению (4), которые осуще-
ствят перевод производственного процесса (1) 
из начального состояния (2) в конечное состоя-
ние (3) и максимизируют суммарный дисконти-
рованный доход центра (5).

Так как у агента есть собственный эконо-
мический интерес, то реакцией агента на си-
стему стимулирования центра является выбор 
оптимальных объёмов производства деталей 
u t nt

opt, ,= 1  удовлетворяющих ограничению (4), 
которые осуществляют перевод производствен-
ного процесса (1) из начального состояния (2) в 
конечное состояние (3) и максимизируют сум-
марный дисконтированный доход агента (6).

2.	 Алгоритм решения динамической 
задачи управления проектами по освоению 
новой продукции

Для решения сформулированной задачи 
управления применяется принцип компен-
сации затрат [1]. В соответствии с принципом 
компенсации затрат для того, что бы побудить 
агента выбрать плановую траекторию центру 
достаточно компенсировать его затраты:

Целевая функция центра примет вид:

С учетом (7) целевая функция центра запи-
шется:

Учитывая, что цена детали p и стоимость 
нормо-часа s постоянные величины, максими-
зацию суммарного дохода центра можно заме-
нить минимизацией трудовых затрат агента.

Алгоритм решения состоит в разделении ис-
ходной задачи на задачу согласованного стиму-
лирования и задачу согласованного планирова-
ния.

1.	 Задача согласованного динамического 
стимулирования.

Центр выбирает компенсаторную систему 
стимулирования, которая заключается в ком-
пенсации затрат агента в случае выбора опти-
мальной плановой траектории центра x t Tt

R, ,= 1  
и отсутствия материальных выплат в противном 
случае:

В практической деятельности компенсатор-
ная система материального стимулирования 
может быть реализована в виде штрафа за от-
клонение от плановой траектории:

где Zt— материальное вознаграждение аген-
та, равное его трудовым затратам: Z C u xt t t t� �( , )1
, λ — параметр системы стимулирования.

2.	 Задача согласованного динамического 
планирования.

Оптимальная плановая траектория центра  
x t Tt

R, ,= 1  определяется из решения задачи оп-
тимального управления:

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

При использовании компенсаторной систе-
мы стимулирования задача управления центра 
сведена к задаче оптимального управления. За-
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дача центра заключается в выборе оптималь-
ных объёмов производства деталей u t nt

opt, ,= 1  
удовлетворяющие ограничению (12), которые 
осуществят перевод производственного процес-
са (9) из начального состояния (10) в конечное 
состояние (11) и минимизируют суммарные дис-
контированные затраты агента (8).

Для численного решения сформулирован-
ной задачи применялся метод динамического 
программирования Беллмана [10]-[11], реализо-
ванный на языке программирования pascal.

2.	 Результаты решения согласованной 
задачи планирования

Численное решение согласованной задачи 
планирования проведено на примере производ-
ства новых изделий предприятия АО «Салют». 
По данным предприятия построены регресси-
онные модели трудоемкости новых комплекту-
ющих деталей: «Кассета», «Балка» и «Отсек».

Трудоемкость производства комплектующе-
го «Кассета» описывается степенной моделью:

Трудоемкость производства комплектующе-
го «Балка» описывается экспоненциальной мо-
делью:

Трудоемкость производства комплектующе-
го «Отсек» описывается логистической моделью:

Для исследования использовались следу-
ющие данные: заданный объём производства 
изделий R=240 шт., количество временных пе-
риодов T=12 месяцев, производственный опыт 
подразделения до первого периода x0 = 1 шт. Дис-
кретный шаг изменения объемов производства 
при проведении численных расчетов выбирался 
1 комплектующая деталь. Ставка дисконтирова-
ния центра при расчетах принималась равной 
нулю.

Численные решения задачи согласованного 
планирования для степенной, экспоненциаль-
ной и логистической модели кривой обучения 
представлены на рисунках 1–8. На рисунках 
представлены зависимости оптимальных куму-
лятивных объемов производства и оптимальных 
объемов производства от временных периодов 
для различных индексов обучения.

Анализируя рис. 1–4 приходим к выводу, что 
для степенной и экспоненциальной моделей кри-
вых обучения оптимальной траекторией кумуля-
тивного объема производства является выпуклая 
кривая. Оптимальной стратегией менеджмента 
предприятия является увеличение объёмов про-
изводства изделия от минимального значения в 
первом периоде до максимального в последнем 
периоде. C увеличением индекса обучения для 
степенной и экспоненциальной моделей опти-
мальная траектория кумулятивного объёма про-
изводства становится более выпуклой.
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Рис. 1. Зависимость оптимального кумулятивного объёма производства от индекса  
обучения для степенной модели кривой обучения
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Рис. 2. Зависимость оптимальных объёмов производства от индекса обучения  
для степенной модели кривой обучения
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Рис. 3. Зависимость оптимального кумулятивного объёма производства от индекса 
обучения для экспоненциальной модели кривой обучения
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Рис. 4. Зависимость оптимальных объёмов производства от индекса обучения  
для экспоненциальной модели кривой обучения
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Рис. 5. Зависимость оптимального кумулятивного объёма производства от индекса  
обучения для логистической модели кривой обучения
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Рис. 7. Зависимость оптимального кумулятивного объёма производства от индекса  
обучения для логистической модели кривой обучения
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Рис. 6. Зависимость оптимальных объёмов производства от индекса обучения  
для логистической модели кривой обучения
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Анализируя рисунок 5 приходим к выводу, 
что для логистической модели кривой обуче-
ния c индексом обучения α < 0,02 оптимальной 
траекторией кумулятивного объема производ-
ства является вогнутая кривая. С увеличением 
индекса обучения оптимальная траектория ку-
мулятивного объёма производства становится 
более вогнутой. Из анализа рис. 6 делаем вы-
вод, что оптимальной стратегией менеджмен-
та предприятия является уменьшение объемов 
производства от максимального значения в пер-
вом периоде до минимального в последнем пе-
риоде. При индексе обучения α = 0,02 оптималь-
ная стратегия изменяется, уменьшение объёмов 
производства в последних периодах изменяется 
на увеличение.

Анализируя рисунок 7 приходим к выводу, 
что для логистической модели кривой обучения 
c индексом обучения α ≥ 0,02 оптимальной тра-
екторией кумулятивного объема производства 
является логистическая кривая. Из анализа рис. 
8 делаем вывод, что оптимальной стратегией ме-
неджмента предприятия для логистической мо-
дели кривой обучения является сначала умень-
шение объемов производства до минимального 
значения, а затем увеличение объемов произ-
водства до максимального значения. Вогнутому 
участку траектории кумулятивного объема про-
изводства соответствует уменьшение объемов 
производства, выпуклому участку траектории — 

увеличение объемов производства. Минималь-
ный объем производства соответствует точке 
перегиба траектории кумулятивного объема. С 
увеличением индекса обучения оптимальные 
объемы производства значительно увеличива-
ются в последнем периоде и уменьшаются во 
всех остальных. Чем больше индекс обучения, 
тем больший рост объемов производства в по-
следнем периоде.

Заключение
В работе сформулирована задача управле-

ния агентами в проектах по освоению новой 
продукции в дискретном времени.

Для решения задачи применен принцип 
компенсации затрат, который разделяет исход-
ную задачу на задачи согласованного стимули-
рования и согласованного планирования. Задача 
согласованного планирования математически 
формализуется как задача оптимального управ-
ления процессом в дискретном времени. Пока-
зано, что задача управления центра сводится к 
выбору плановой траектории объемов произ-
водства с целью минимизации трудовых затрат 
агентов.

Получены численные решения задач со-
гласованного планирования для различных 
моделей кривых обучения с помощью метода 
динамического программирования Беллмана. 
На основе численного исследования сформули-
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Рис. 8. Зависимость оптимальных объёмов производства от индекса обучения  
для логистической модели кривой обучения
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рованы рекомендации по выбору функции сти-
мулирования и плановых траекторий объемов 
производства:

1.	 Оптимальной системой материально-
го стимулирования является компенсаторная 
система. При использовании компенсаторной 
системы затраты менеджмента проекта на ма-
териальное стимулирование являются мини-
мальными. В практической деятельности ком-
пенсаторная система может быть реализована в 
виде штрафов за отклонение от плановой траек-
тории.

2.	 Для степенной и экспоненциальной мо-
делей кривых обучения оптимальной стратеги-
ей менеджмента проекта является увеличение 
объёмов производства изделия от минимально-
го значения в первом периоде до максимально-
го в последнем периоде.

3.	 Для логистической модели кривой об-

учения c маленьким индексом обучения опти-
мальной стратегией менеджмента проекта яв-
ляется уменьшение объемов производства от 
максимального значения в первом периоде до 
минимального в последнем периоде.

4.	 Для логистической модели кривой обу-
чения c большим индексом обучения оптималь-
ной стратегией менеджмента проекта является 
вначале уменьшение объемов производства до 
минимального значения, а затем увеличение 
объемов производства до максимального зна-
чения. Минимальный объем производства со-
ответствует точке перегиба траектории кумуля-
тивного объема производства.

*Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ и Самарской области в рамках 
научного проекта № 17–46–630606.
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