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Решается задача оптимизации многократного принятия решения относительно выбора того или ино-
го вида транспортировки в рамках рассматриваемой логистической системы ООО АК “ДЕРВЕЙС”.
Анализ задачи осуществляется на основе теоретико-игровой модели “Игра с природой”. В каче-
стве критерия оптимальности используется введенный в рассмотрение синтетический критерий
Гурвица для смешанных стратегий, позволяющий выяснять их оптимальность с совместной по-
зиции выигрышей и рисков.

Ключевые слова: автомобильное производство, транспортировочные издержки, оптимизация, те-
ория игр с природой, критерий Гурвица относительно выигрышей, критерий Гурвица относи-
тельно рисков, синтетический критерий Гурвица, смешанная стратегия.

В настоящее время задачи анализа и выбора
эффективных решений и последующей оптимиза-
ции систем логистики в условиях неопределенно-
сти весьма актуальны. Целью данной статьи также
является оптимизация системы логистики. Одна-
ко, несмотря на их актуальность, большинство ме-
тодов, предлагаемых для выполнения подобных
задач, в качестве решения могут предложить оп-
тимизацию либо с точки зрения максимизации
выигрышей, либо с точки зрения рисков. В пред-
ставленной работе предлагается синтетический под-
ход к оптимизации, точнее, одновременный, со-
вместный учет как рисков, так и выигрышей.

Управление системой логистики в бизнесе
представляет собой сложную схему, для модели-
рования которой применяются различные мате-
матические методы, такие как системный ана-
лиз, имитационное моделирование, теория веро-
ятностей, теория игр и множество других.

Применение теории игр при управлении си-
стемой логистики, как правило, ограничивалось
оптимизацией, т.е. либо, как говорилось выше,
максимизацией выигрышей, либо минимизаци-
ей рисков.

В представленной ниже работе описан но-
вый разработанный синтетический критерий Гур-
вица, а именно его обобщение для смешанных
стратегий, позволяющий менеджеру логистики
принимать решения, учитывая как выигрыши,
так и риски принимаемых решений в таких про-
цессах логистики, как, например, транспортировка
продукции, когда решения необходимо прини-
мать не один раз и регулярно.

В качестве примера оптимизации издержек
взята упрощенная 3-уровневая логистическая

структура ООО АК “ДЕРВЕЙС”. На нулевом
уровне структуры находится автомобильное про-
изводство, автопарки для размещения произве-
денных автомобилей и автовозов. На первом уров-
не структуры - дистрибьюторские центры, осу-
ществляющие распределение произведенных ав-
томобилей, по дилерским центрам в соответствии
с их прогнозными потребностями. На втором
уровне расположены дилерские центры, которые
осуществляют розничную продажу произведен-
ных автомобилей. Схематически описанная
структура представлена на рис. 11.
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Рис. 1. Выигрыши игрока
в смешанных стратегиях

В качестве модели оптимизации использо-
вана “Игра с природой”, оптимальность страте-
гий определяется новым синтетическим крите-
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рием Гурвица, в данном случае для смешанных
стратегий.

Ниже приведены основные составляющие
модели “Игра с природой”, а также понятия и
определения для смешанных стратегий.

 },,...,,{ 21 m
C AAAS  ,2m  - множество чистых

стратегий осознанного действующего игрока

A ; nППП ,...,, 21  - состояния природы;

,,2,...,1 ;,2,...,1 , njmiaij   действительные числа -

выигрыши игрока A  в игровой ситуации ( ji ПA , ),

когда игрок A  придерживается стратегии ,Ai  а

природа находится в состоянии jП . Из выигры-

шей ija  формируется матрица выигрышей,

ца. Для этого сначала определим критерий Гур-
вица относительно выигрышей и критерий Гур-
вица относительно рисков в смешанных страте-
гиях.

Основные понятия критерия Гурвица отно-
сительно выигрышей с показателем оптимизма

1] [0,  ( )(pHur -критерия) для смешанных стра-

тегий определяются следующим образом:
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  - показатели эффективности

смешанной стратегии P  соответственно по кри-
терию Вальда и максимаксному критерию.
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 - цена ( )(pHur -цена) игры в смешанных стра-

тегиях.

Стратегия OP  называется оптимальной

( )(pHur -оптимальной) во множестве смешанных

стратегий, если равнозначно следующее:
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Основные понятия критерия Гурвица отно-
сительно рисков с показателем оптимизма

1] [0,  ( )(rHur -критерия) для смешанных стра-

тегий определяются следующим образом:
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- это обозначение риска при выборе игроком A
смешанной стратегии Sppp(P m  ),,, 21   и при

состоянии природы jП .
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критерию Сэвиджа и миниминному критерию.
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в последней строке представлены показатели бла-
гоприятности состояний природы

}1,2,...,{ mi:amax ijj  , nj 1,2,..., .
Применение смешанных стратегий, как пра-

вило, необходимо либо при более детализиро-
ванном анализе поставленной задачи, либо при
анализе многократного принятия решений.
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iA  с вероятностью ip , mi 1,2,..., . Множество всех

смешанных стратегий обозначим S . Каждая чи-
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Напомним, что целью данной работы явля-
ется нахождение оптимальной смешанной стра-
тегии в рамках синтетического критерия Гурви-
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});({)( SP:PHurminHur rr
S 

 - цена ( )(rHur -цена) игры в смешанных стра-

тегиях.

Стратегия OP  называется оптимальной

( )(rHur -оптимальной) во множестве смешанных

стратегий, если равнозначно следующее:

))(( 
rHurOO SP  )();( σHurPHur r

S
Or  .

Теперь перейдем к определению синтетичес-
кого критерия Гурвица для оптимальности сме-
шанных стратегий.

Основные понятия синтетического критерия
Гурвица с показателем оптимизма 1] [0,

( ) , ,( prHur -критерия) для смешанных страте-

гий определяются следующим образом:

  );()1();() , , ;( PHurPHurPHur rppr

 );()];(;([  PHurPHur)PHur rrp , SP
- показатель эффективности стратегии P  по син-

тетическому критерию Гурвица ( ),,;( PHur pr  -

критерию);

}:),,;({),,( SPPHurmaxHur prpr
S 

 - цена ( ),,( prHur -цена) игры в смешанных

стратегиях.
Стратегия OP  называется оптимальной

( ),,;( PHur pr - оптимальной) во множестве сме-

шанных стратегий, если равнозначно следующее

)),,(  (HurOO pr
SP  ),,;( Opr PHur

),,(  pr
SHur .

Надо заметить, что выбор игроком A  значе-

ния выигрыш-показателя  0,1  является субъек-
тивным и связан с психологическими особенно-
стями игрока A , определяющими его отноше-
ние к выигрышам и рискам.

Теорема 1. В любой игре с природой суще-
ствует стратегия, оптимальная во множестве
смешанных стратегий по синтетическому кри-
терию Гурвица при любых выигрыш-показателе и
показателях оптимизма относительно выигрышей
и рисков.

Доказательство. В2 была доказана непрерыв-

ность показателя эффективности );( λPHur p  стра-

тегии P  по )(λHur p -критерию при любом пока-

зателе оптимизма  0,1  относительно выигры-
шей как функции аргумента P  на множестве S .

В3 доказана непрерывность );( σPHurr  при

любом показателе оптимизма  0,1  относитель-
но рисков как функции аргумента P  на множе-
стве S .

Следовательно, из (8) получаем непрерыв-

ность ),,;( PHur pr  на множестве S  как линей-

ной комбинации непрерывных функций

);( PHur p  и );( PHur p  с коэффициентами   и

)1( α . А так как множество S  - симплекс и,

следовательно, замкнуто и ограничено в n , то

по теореме Вейерштрасса4 функция ),,;( PHur pr

достигает на этом множестве своего наибольше-
го значения, т.е. для каждой тройки значений

 0,1,,   существует смешанная стратегия OP ,

такая, что ),,;( PHur pr = ),,( pr
SHur .

При 0  из (8) получим

),,0;( PHur pr = ),(  PHur r , т.е. синтетический

критерий Гурвица превращается в критерий,
“противоположный” критерию Гурвица относи-
тельно рисков с показателем оптимизма  , и уже
не зависит от показателя оптимизма   относи-
тельно выигрышей.

При 1  из (8) имеем

),,1;( PHur pr = ),( PHur r , т.е. синтетический кри-

терий Гурвица превращается в критерий Гурви-
ца относительно выигрышей с показателем оп-
тимизма   и уже не зависит от показателя оп-
тимизма   относительно рисков.

Теорема 2. Следующие условия эквивалентны:
a) для каждого значения выигрыш-показате-

ля оптимизма  0,1  множество стратегий, оп-
тимальных во множестве смешанных стратегий
по синтетическому критерию Гурвица, совпада-
ет с множеством стратегий, оптимальных во
множестве смешанных стратегий и по критерию
Гурвица относительно выигрышей и по критерию
Гурвица относительно рисков, т.е. справедливо
равенство:

))(())(()),,((  
rppr HurOHurOHurO SSS ,

 0,1 ,  1,0,  ;
b) множество стратегий, оптимальных во

множестве смешанных стратегий и по критерию
Гурвица относительно выигрышей и по критерию
Гурвица относительно рисков не пусто:

  ))(())(( rp HurOHurO SS  Ø,  0,1,  ;

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)
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c) цена игры ),,( pr
S

Hur  в смешанных стра-

тегиях по синтетическому критерию Гурвица с
выигрыш-показателем  0,1  представляется ли-
нейной комбинацией цен игры в смешанных стра-
тегиях по критерию Гурвица относительно выиг-
рышей и по критерию Гурвица относительно рис-
ков с коэффициентами соответственно   и )1( 

)()1()(),,(  r
S

p
S

pr
S

HurHurHur ;

d) график цены игры ),,( pr
S

Hur  в смешан-

ных стратегиях по синтетическому критерию
Гурвица с выигрыш-показателем  1,0  как фун-

кции аргумента  1,0  представляет собой от-
резок в полосе 10   с началом

)((0)  r
S

pr
S HurHur  и концом )((1)  p

S
pr

S HurHur .

Доказательство. Теорема будет считаться до-
казанной, если будет доказана справедливость
следующей замкнутой цепочки импликации

))))) adcba  .
Начнем доказательство теоремы с того, что

докажем импликацию
))) ba  .

Предположим справедливость условия )a , т.е.
справедливо равенство (11). Так как по теореме 1
при каждом значении выигрыш-показателя

 1,0  существует стратегия ),,( pr
S

Hur , опти-

мальная во множестве смешанных стратегий, то

множество )),,(( prHuro
S  не пусто. Тогда из ра-

венства (11) следует (12), таким образом, имп-
ликация (15) доказана.

Докажем импликацию )) cb  .

Пусть выполняется условие )b , т.е. выпол-

няется (12). Тогда найдутся стратегии OP и

))(())(( 
rp HurOλHurOO SSP ,  0,1,  .

В силу данной принадлежности для каждого
 1,0  по определениям (10) и (9) будем иметь:

);()()1()(  Op
S

r
S

p
S PHurHurHur

);()1()  Or
S PHur

).,,(),,;(  pr
S

Opr HurPHur
Докажем неравенство, обратное неравенству

(6):

 
  

),,;(),,(  prpr
S SP:PHurmaxHur

  
     
   

).()1()(

);()1();(

);()1();(

);()1();(









r
S

p
S

rp

rp

rp
S

HurHur

SP:PHurminSP:PHurmax

SP:PHurmaxSP:PHurmax

SP:PHurλPHurmax

Неравенства (17) и (18) доказывают равен-
ство (13).

Импликация )) cb   доказана. Теперь дока-

жем импликацию )) dc  .

Пусть выполняется условие )c , т.е. спра-
ведливо равенство (13), из которого очевидно,

что цена игры ),,( pr
SHur , 10  , является

линейной функцией аргумента  , определенной
на отрезке  1,0 . Поэтому график цены игры

),,( pr
SHur , 10  , есть отрезок неотрицатель-

ного наклона в полосе 10   с началом в

)((0)  r
S

pr
S HurHur  и концом )((1)  p

S
pr

S HurHur .

Таким образом, доказана выполнимость ус-
ловия )d  и вместе с ним справедливость импли-

кации )) dc  .

Теперь докажем импликацию )) ad  .
Пусть выполняется )d . Докажем включение

))(())(()),,((  
rppr HurOHurOHurO SSS ,

 1,0,  .

Пусть  0,1*  и )),,(( 
*prHurOO SP .

Тогда ),,(),,;(  *pr
S

*Opr HurPHur .

Стратегия OP  порождает отрезок - график

функции ),,;( *Opr PHur  аргумента  1,0 , ко-

торый в силу равенства (22) имеет с отрезком

),,( prHur  общую точку ),,(,  *pr
S

* Hur . Эта

точка лежит во внутренности отрезка

),,( pr
SHur , так как точка *  лежит во внут-

ренности отрезка  1,0 . Но поскольку отрезок

),,( prHur  является верхней огибающей отрез-

ков ),,;( РHur pr , то отрезок ),,;( Оpr РHur
совпадает с отрезком

),,(),,(:),,(  pr
S

Oprpr
S Hur:PHurHur ,

10  . Из этого равенства, а также равенств
(8) и (9) получаем:

),,0;();(  OprOr PHurPHur

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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)(),,0(  r
S

pr
S HurHur ,

),,1 ;();(  OprOp PHurPHur

)(),(1,  p
S

pr
S HurHur .

Отметим, что если бы 0*  или 1* , то
нельзя было бы утверждать, что отрезки

),,:( Opr PHur  и ),,:( Opr
S PHur  совпадают.

Из равенств (23) и (24) следует соответственно

принадлежность ))(( 
rHurOO SP  и

))(( 
pHurOO SP ,  откуда получаем

))(())((  
pr HurOHurOO SSP .

Итак, включение (20) доказано.
Докажем включение

)) , ,(())(())((  
prrp HurOHurOHurO SSS ,

обратное включению (20).

Пусть стратегия )()( pr HurOHurOO SSP  ,

 0,1 . Тогда )();(  r
S

Or HurPHur ,

)();(  p
S

Op HurPHur , и, следовательно, для лю-

бой стратегии SP  имеем:

 ppr
S PHurPHur );(),,:(

 p
S

p
S

r HurHurPHur )1();()1(

),,,,()()1()(  OprOrOp PHurPHurPHur

10  .
Данное неравенство означает, что

)), ,(( 
prHurOO SP . Итак включение (25) доказа-

но. Включения (24) и (25) доказывают справед-
ливость (11).

Таким образом, импликация (19) и вместе с
ней цепочка импликаций доказаны.

Применяя полученные выше результаты к
рассмотренной ранее в5 задаче, сделаем попытку
найти оптимальную стратегию в смешанных
стратегиях6.

Как показывает проведенный в7 анализ зада-
чи, в большинстве случаев из трех стратегий ис-

пользуются две - 1A  “Для доставки и распреде-

ления произведенных автомобилей использовать
автовозы собственного парка без аренды желез-

нодорожных платформ” и 2A  “Для доставки про-

изведенных автомобилей использовать автовозы
собственного парка, а для распределения продук-
ции автовозы сторонней транспортной компании,
без аренды железнодорожных платформ”.

Поскольку в деятельности компании выбор
таких стратегий многократен, целесообразно в ре-
шении данной игровой задачи перейти к сме-
шанным стратегиям.

Пусть ),1( ppP  , 10  p , - общий вид
смешанной стратегии в игре с природой, в кото-
рой игрок A  имеет две чистые стратегии, кото-
рые задаются матрицей выигрышей:

(23)

(24)

(25)

jП  

iA  
1П  2П  3П  

1A  -1323,06 -1635,35 -1998,81 

2A  -1410,31 -1398,62 -1608,78 

j  -1323,06 -1398,62 -1608,78 

Используя матрицу (26), подсчитаем выиг-

рыши игрока A  при стратегии ),1( ppP   и
при каждом состоянии природы:














.pppПPH
pppПPH

ppp,ПPH

81998,130,03981608,7)1998,81(1);(
5635,316,732321398,6)1635,35(1);(

323,06,125,8731,1410)1(061323);(

3

2

1

Символически графики данных выигрышей
представлены выше (см. рис. 1).

После проведения необходимых расчетов, ко-
торые не отражены в статье в силу своей громоз-
дкости, представим полученный результат.

2(0,1)1,1)(1 AP   является )(pHur  - опти-

мальной при 21  ;

21, AA  является )(pHur  - оптимальной при

2 ;

1A  является )(pHur  - оптимальной при

12  .





























.

Hur p
S

198,81;1955,767

32,726595;14
4655900

6670631754
,;788,1606,1210

,37,038664;14
596600

8573377267
,8,78;0160610,12

)(

2

2

21

1

1

 
 
 
 
 

 
 
 



































.A
AA

A

.A
AA
;A

A
A

S
pHurO

1;
,;,
,0;

1;
,;,

,
,;

,0;

21

221

12

21

221

212

12

12

))((

(26)

(27)

(28)

(29)
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Теперь перейдем к критерию Гурвица отно-
сительно рисков. Сформируем матрицу рисков,
порождаемую матрицей выигрышей (26):

 
 







1;

0;71(0,183;0,8

12

1

A
P

Из (29) и (33) видим, что

 2
))(())(( ASS

rp HurOHurO   ,  при 20  ,

11  .
Следовательно, по теореме 2

 2
),,(( AS )HurO pr
 , при 10  , 8380,0  ,

1269,0  .

Выводы
Анализируя проведенные выше расчеты, не-

трудно видеть, что оптимальной является стра-

тегия 2A , а именно использование собственного
парка автовозов наряду с заключением договора
по оказанию транспортно-экспедиторских услуг
со сторонней транспортной компанией.

Данное резюме весьма логично и с точки
зрения реальной экономики, т.е. в условиях, когда
процесс транспортировки является регулярным.
Это означает: остальные рассматриваемые ком-
панией стратегии, при учете что подобная транс-
портировка и последующее распределение явля-
ются регулярным процессом, имеют более высо-
кие риски и издержки.

Так, при использовании только собственно-
го автопарка поломка или другая непредвиден-
ная ситуация могут обернуться задержкой по-
ставки товара клиентам. А в случае использова-
ния дополнительно железнодорожных платформ
при низком спросе данный вид транспортиров-
ки может обернуться высокими издержками. Ко-

нечно, в случае применения стратегии 2A  есть
риск заключить контракт с недобросовестной ком-
панией, но этот фактор можно свести к мини-
муму при тщательном маркетинге рынка транс-
портных услуг.
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jП  

iA  1П  2П  3П  

1A  0 236,73 390,03 
2A  87,25 0 0 

(30)

Используя матрицу рисков (30), подсчитаем
риски игрока А:














390,03.390,030)1390,03();(
236,73;3236,70)1236,73();(

,57,2887,25)1(0);(

3

2

1

pppПPr
pppПPr

pppПPr

Графически данные риски представлены
ниже (рис. 2).

(31)

r(P; П3) 

r(P; П2) 

87,25 r(P; П1) 

р 
Р2 Р1 1 0 

236,73 

390,03 

N2 
N1 

Рис. 2. Риски игрока в смешанных стратегиях

Значит:

2(0,1)1,1)(1 AP   является )(rHur  - оп-

тимальной при 21  .

2(0,1)1,1)(1 AP   является )(rHur  - оп-

тимальной при 2 .

2(0,1)1,1)(1 AP   является )(rHur  - оп-

тимальной при 12  .
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